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М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Я М О Д Е Л Ь РАСЧЕТА В И Б Р А Ц И О Н Н Ы Х Х А Р А К Т Е Р И С Т И К Д Л Я П Р О Ц Е С С О В 
Ф Р Е З Е Р О В А Н И Я 
Робота присвячена розробки математичної моделі вібраційних процесів при фрезеруванні з урахуванням інерції обертання і кручення фрези 
Запропонована вдосконалена математична модель, в якій враховано лінійні переміщення у напрямі головних осей, кутові переміщення в головних 
площинах і крутильні переміщення інструменту. 
Work is devoted to construction of mathematical model of vibration processes at milling taking into account inertia of turn and twisting of milling 
cutter. The improved mathematical model is offered the linear displacements in the direction of main axes, angular displacements in main planes and turning 
displacement of instrument. 
Универсализация металлообрабатывающего оборудования, появление многоцелевых обрабатывающих ц е н т р о в 
п р и в е л и к с о з д а н и ю м н о ж е с т в а р е ж у щ и х и н с т р у м е н т о в одного вида. П р и этом недостаточное развитие получили 
расчетные подходы д л я о ц е н к и динамического поведения и н с т р у м е н т о в н а стадии подготовки технологических 
о п е р а ц и й , что позволяет обосновано выбирать о п т и м а л ь н о е сочетание э л е м е н т о в в с и с т е м е инструмент -
технологический р е ж и м . 
До настоящего в р е м е н и для о п и с а н и я динамическо г о поведения режущего и н с т р у м е н т а использовалась 
одномассовые колебательные модели с двумя с т е п е н я м и свободы [1-3], в которых влияние с и с т е м ы заготовки 
заменяясь д е й с т в и е м д и н а м и ч е с к о й с и л ы резания . В п о с л е д н и е годы появились модели , где п о м и м о одномассовой 
д и н а м и ч е с к о й модели инструмента рассматривалась взаимодействующая с н е й одномассовая д и н а м и ч е с к а я модель 
с и с т е м ы заготовки, и м е ю щ а я 3 с т е п е н и свободы [3], что позволило повысить точность д и н а м и ч е с к и х расчетов . 
Однако д л я определенного класса р е ж у щ и х инструментов - т о р ц е в ы х ф р е з большого д и а м е т р а корректно о ц е н и т ь 
взаимодействие подсистем и н с т р у м е н т а и заготовки м о ж н о лишь п р и более точном учете р е а л ь н ы х м а с с о г а б а р и т н ы х 
и г е о м е т р и ч е с к и х п а р а м е т р о в инструмента , путем более точного учета его и н е р ц и о н н ы х свойств при изгибе , а т а к ж е 
крутильных п е р е м е щ е н и й . 
Цель д а н н о й р а б о т ы - разработка усовершенствованной д и н а м и ч е с к о й модели режущего и н с т р у м е н т а (фрезы) , в 
которой у ч и т ы в а ю т с я изгиб и кручение инструмента . 
Инструмент (фреза) представляется в виде одномассовой модели с 5-ю с т е п е н я м и свободы, которым 
соответствуют приведенные массово-жесткостные характеристики . 
Н а рис . 1 п о к а з а н ы схема инструмента и с т е п е н и свободы его д и н а м и ч е с к о й модели : х, у - л и н е й н ы е 
п е р е м е щ е н и я о т н о с и т е л ь н о главных осей ох,оу, ¥ х , ¥ у - угловые п е р е м е щ е н и я в плоскостях хот и у о т в - угол 
L' 
Рис. 1. Схема инструмента и степени свободы динамической 
модели 
С и с т е м а д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й п р о ц е с с а и м е е т вид: 
(1) 
где тх, ту - приведенные м а с с ы д л я н а п р а в л е н и й ох, оу; / х , 1У, 1в - приведенные м о м е н т ы и н е р ц и и и н с т р у м е н т а 
о т н о с и т е л ь н о главных о с е й ох, оу,от ; цх, Цу, Цц,х, Ццу, щ - к о э ф ф и ц и е н т ы д е м п ф и р о в а н и я ; Сх, Су, Св, Сщ, Сцу -
приведенные ж е с т к о с т и ; Рх, Ру, Мх, Му, Мв - соответственно у с и л и я в н а п р а в л е н и и ох,оу и внешние м о м е н т ы 
о т н о с и т е л ь н о главных осей ох, оу ,от; / - время. 
Взаимодействие м е ж д у и н с т р у м е н т о м и д е т а л ь ю п р и фрезеровании з а м е н я е т с я д е й с т в и е м н а систему 
и н с т р у м е н т а сил резания : осевой - Ро, р а д и а л ь н о й - Рр, т а н г е н ц и а л ь н о й - РТ. В з а в и с и м о с т и от т и п а м а т е р и а л а и 
условий обработки из э к с п е р и м е н т а л ь н ы х результатов д л я у с и л и й р е з а н и я и м е е т место следующие соотношения : 
Рл/Рг - 0 , 3 - М ) , 4 ; Р в / Р г - 0 , 4 + 0 , 4 5 (2) 
где 
Кс к , Ъ - М « № ( 0 , К = ь*-Ы ( 3 ) 
где Рт - суммарное усилие по всем зубьям, находящимися в контакте с обрабатываемым мат ер иало м; ак (0 и Ьк(0 
- д и н а м и ч е с к а я т о л щ и н а и ш и р и н а среза д л я К-то зуба; кт - удельная с и л а резания ; к, а, /? - э к с п е р и м е н т а л ь н ы е 
константы. 
О п р е д е л е н и е правых ч а с т е й с и с т е м ы (1) предусматривает суммирование э л е м е н т а р н ы х силовых и м о м е н т н ы х 
с о с т а в л я ю щ и х для зубьев фрезы, находящейся в контакте с обрабатываемым м а т е р и а л о м . 
В работе [4] получены в ы р а ж е н и я д л я сил и м о м е н т о в , действующих н а систему и н с т р у м е н т а со с т о р о н ы К-то 
зуба фрезы. 
'ж Рж я п # г + &) + РгК С05($К + &) 
Р и о 
Мзх-—Рм*т(4к+в) Мж = -РжсоК.фк+&) МК = -Р1К 
(6) 
С у м м и р о в а н и е м с и л и м о м е н т о в д л я всех зубьев, которые находятся в д а н н ы й м о м е н т в р е м е н и в контакте с 
заготовкой, о п р е д е л я ю т с я результирующие усилия : 
я к и 
к-1 г-1 г-1 (7) 
где N - количество контактирующих зубьев фрезы. 
П е р е м е щ е н и я х, у, ух, цгу, в и з м е н я ю т исходную толщину и ш и р и н у среза , это обусловливает н а л и ч и е влияния 
следа обработки от прохода предыдущего зуба, а, следовательно , и зменяет и у с и л и е резания . Также известно , что 
и з м е н е н и е с и л ы р е з а н и я отстает во в р е м е н и н а некоторую величину т от и з м е н е н и я г е о м е т р и ч е с к и х п а р а м е т р о в слоя, 
который срезается [1], в (3) п р и о п р е д е л е н и и в ы р а ж е н и й и Ь(() учитывается и н е р ц и о н н о с т ь этого п р о ц е с с а 
(отставание на г) и работа по «следу». 
Значения м г н о в е н н о й т о л щ и н ы среза й** г и м г н о в е н н о й ш и р и н ы среза Ь^), следуя [4], определяются 
следующим образом 
(8) 
(9) 
где 
а Т - время одного оборота фрезы. 
Таким образом, з а в и с и м о с т и (2)-(9) позволяют определить правые ч а с т и с и с т е м ы (1) с учетом силового 
воздействия всех зубья фрезы, которые находятся в д а н н ы й м о м е н т времени в контакте с заготовкой. 
Начальные условия д л я с и с т е м ы (1) п р и н и м а ю т с я в виде (11) и о т р а ж а ю т тот факт, что за счет в л и я н и я фазовой 
характеристики силовое воздействие начинается через в р е м я г, а влияние р а б о т ы по следу - ч е р е з и н т е р в а л в р е м е н и 
г + T. 
( П ) 
Д л я и н т е г р и р о в а н и я с и с т е м ы у р а в н е н и й (1) в р е а л ь н о м в р е м е н и была п р и м е н е н а с и с т е м а моделирования 
д и н а м и ч е с к и х с и с т е м - ЗхгшНпк, обеспечивающая а в т о м а т и з а ц и ю всех э т а п о в п р и м е н е н и я ч и с л е н н ы х методов 
р е ш е н и я м а т е м а т и ч е с к и х задач в р е а л ь н о м в р е м е н и , а т а к ж е используется г р а ф и ч е с к и й и н т е р ф е й с . Поскольку в 
правой ч а с т и д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й (1), которые о п и с ы в а ю т п р о ц е с с в о з н и к н о в е н и я и развития в и б р а ц и й п р и 
фрезеровании , возможно н а л и ч и е разрывов, связанных с выходом и н с т р у м е н т а из к о н т а к т а с изделием , то в выборе 
метода и н т е г р и р о в а н и я п р и н и м а л а с ь следующая последовательность : 
- производится проверка условия н е п р е р ы в н о с т и контакта зубьев ф р е з ы с обрабатываемым м а т е р и а л о м и если 
гарантирован п о с т о я н н ы й контакт хотя б ы одного зуба с заготовкой, то п р и м е н я е т с я многошаговый метод 
и н т е г р и р о в а н и я Адамса-Башворта-Мултона переменного порядка , п р е д н а з н а ч е н ы для и н т е г р и р о в а н и я «гладких» 
с и с т е м (функция МаиаЪ о с Ы 1 5 ) ; 
- в случае нарушения контакта ф р е з ы с заготовкой, что приводит к разрывам в правых частях с и с т е м ы (1), 
п р и м е н я л с я метод и н т е г р и р о в а н и я 0(1е158 (МаиаЪ), р а з р а б о т а н н ы й д л я и н т е г р и р о в а н и я « ж е с т к и х » с и с т е м 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х уравнений . Ш а г и н т е г р и р о в а н и я выбирался п е р е м е н н ы м и обеспечивал погрешность ео = 5e - 6. 
П е р и о д и ч е с к и , д л я проверки т о ч н о с т и использовалось интегрирование с м а л ы м п о с т о я н н ы м шагом и н т е г р и р о в а н и я 
Ттт/4, где Tmin - м и н и м а л ь н ы й период колебаний, соответствующий м а к с и м а л ь н о й частоте с п е к т р а частот системы. 
Д л я о п р е д е л е н и я с и л ы резания , которая действует в н а п р а в л е н и и оси ох, входными д а н н ы м и являются значения 
п е р е м е щ е н и й (кроме крутильных) , вычисляемые н а предыдущих э т а п а х с запаздыванием н а в р е м я Г и т + Т. Также 
з а д а ю т с я н о м и н а л ь н о е значение ш и р и н ы среза и текущий угол поворота фрезы. П р и этом п р о ц е с с расчета содержит 
два ц и к л а с в л о ж е н н ы м и в н и х условиями. П е р в ы й ц и к л служит д л я непосредственного о п р е д е л е н и я зубьев, которые 
находятся в контакте с заготовкой н а д а н н о м обороте . В т о р о й - проверяет в о з м о ж н о с т ь н а л и ч и я в контакте зубьев из 
предыдущего оборота . Затем для п о л о ж е н и я каждого зуба проводится вычисление д и н а м и ч е с к о й т о л щ и н ы и ш и р и н ы 
среза и вычисляется сила р е з а н и я в необходимом направлении . В конце о б о и х ц и к л о в происходит накопление суммы, 
которая отвечает силе , что возникает в н а п р а в л е н и и 0 х 
Д л я численного расчета по п р е д л а г а е м о й м о д е л и б ы л а разработано п р о г р а м м н о е обеспечение , соответствующая 
блок схема которого и з о б р а ж е н а н а рис .2 . В ее состав входят пять м а с к и р о в а н н ы х п о д с и с т е м д л я р е ш е н и я 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й второго порядка; пять м а с к и р о в а н н ы х подсистем д л я з а м е д л е н и я соответствующих 
сигналов ; мультиплексор н а 10 сигналов ; пять блоков ф у н к ц и й МаиаЪ, о б е с п е ч и в а ю щ и х получение п р и в е д е н н ы х 
д и н а м и ч е с к и х у с и л и й д л я всех с т е п е н е й свободы; а т а к ж е блоки для задания исходных п а р а м е т р о в и представления 
результатов. 
В качестве примера рассмотрен расчет вибраций для процесса обработки сплава А К 3 2 П К М торцевым фрезерованием 
[3]. Инструмент - торцевая фреза диаметром Б = 125 мм, ширина фрезерования В = 110 мм, скорость фрезерования 
V = 110м/мин, удельная сила резания к = 3580 Н/м , фазовая характеристика г = 0,001 с, количество зубьев г = 6, подача на 
зуб $2 = 0,1 мм/зуб . 
Рис. 2. Структурная схема 8іти1іпк, для вычисления амплитуд вибраций 
по уточненной модели 
Х а р а к т е р и с т и к и д и н а м и ч е с к о й м о д е л и с п я т ь ю с т е п е н я м и свободы п р и в е д е н ы в табл. 1. 
Таблица 1 - Исходные д а н н ы е 
Направление Частота 
Л о"1 
Жесткость с, 
Н/м • 10 6 
Масса 
2 
m, Н • c /м 
Демпфирование 
ц, Н • с/м • 10 3 
X 213 3,7 20,6 2,3 
Y 200 3,2 20,3 1,9 
в 416 0,0893 0,13 1,4 
660 0,112 0,065 1,4 
¥Y 660 0,112 0,065 1,5 
Метод и н т е г р и р о в а н и я - ode 113 (Matlab) с п е р е м е н н ы м шагом интегрирования . К а ж д ы й пятый расчет б ы л 
проведен методом ode45(Matlab) с п о с т о я н н ы м шагом интегрирования A t = le - 6. 
Результаты расчетов в виде зависимости средней амплитуд^і колебаний от ширины среза глубины резания 
представлены на рис. 3, 4, где нижняя кривая - результаты работы [3], верхняя - результаты вычислений, проведенных в 
данной работе. Как видно из приведенных результатов учет дополнительных степеней свободы позволяет на 10 % уточнить 
значение средней амплитуд^і вибраций. 
Рис. 3. Зависимость амплитуды вибраций от ширины среза в направлении ОХ 
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Рис. 4. Зависимость амплитуды вибраций от ширины среза в направлении 07 
Выводы: 
1. П р е д л о ж е н а д и н а м и ч е с к а я модель и н с т р у м е н т а (фрезы) д л я расчета 
в и б р а ц и й п р и фрезеровании , и м е ю щ а я 5 с т е п е н е й свободы. 
2. Н а основе псевдоаналогового моделирования при п о м о щ и п о д с и с т е м ы 8ігщ1іпк создано п р о г р а м м н о е 
обеспечение , позволяющее путем численного и н т е г р и р о в а н и я получить характеристики в и б р а ц и й и н с т р у м е н т а в 
р е а л ь н о м времени . 
3. Учет д о п о л н и т е л ь н ы х с т е п е н е й свободы позволяет н а 10 % уточнить значение амплитуды в и б р а ц и й по 
с р а в н е н и ю с р а с ч е т а м и , п р о в е д е н н ы м и на более п р о с т ы х моделях. 
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